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تلفیق روش هاى 

در ریاضیات مدرسه اى
حمید فضل اللهی
 دبیر ریاضی شهرکرد و کارشناس ارشد آموزش ریاضی

چکیده
مقاله حاضر، گزارش بخشی از تحقیقی است که در آن، ضرورت توجه به طرح و بررسى 
مسائل هندسی را که حل آن ها، مستلزم به کارگیرى و تلفیق انواع روش هاى متنوع جبرى و 
گاهی روش هاى هندســى از سوى دانش آموزان است، مورد بررسى قرار مى دهد. در حل این 
نوع مســائل هندســی، نقش جبر و نمادهاى جبرى و عملیات جبرى، بسیار پررنگ است و 
متنوع بودن پاسخ ها، جذابیت درس هندسه را که در بین دانش آموزان طرفداران کمى دارد، 

در پى خواهد داشت.
داده هاي این تحقیق، از یک کلاس درس هندســه در پایه هاى هشــتم و دهم در یک 
مدرسه دولتى در یکى از مناطق تهران جمع آوري شد. ابزار جمع آوري داده ها مسائل متنوع 
تلفیقى محقق ســاخته و نیز چند مسئله ازکتاب «خلاقیت ریاضى جورج پولیا» بود. در پى 
این تحقیق، نتایجى شــگفت انگیز از داده هاى دانش آموزى مشاهده  گردیدکه توجه دقیق و 
موشکافانه به این پاسخ ها، مى تواند در نگاه به درس هندسه و تدریس آن در مدارس، نگرشى 
تازه ایجادکند. همچنین پرسش نامه اى بعد از برگزارى کلاس بین دانش آموزان توزیع شد تا در 
تدریس هندسه، میزان علاقه دانش آموزان به این نوع مسائل و نوع استقبال آنان از روش هاى 
متنوع مورد بررسى قرار گیرد. در پایان نیز، از چند معلم هندسه مصاحبه  به عمل آمد تا نگاه 
آنان نسبت به این روش، مورد مطالعه واقع شود و از تجربیات عملى آنان در این راستا استفاده 
گردد. نتایج این تحقیق نشان داد که تمایل دانش آموزان به این نوع مسائل در درس هندسه، 
بســیار زیاد بود و مورد استقبال بى نظیر آنان قرار گرفت و بروز تنوع پاسخ هاى دانش آموزى 
را در پى داشــت و باعث  گردید دانش آموزان منفعل کلاس نیز، به انجام فعالیت و حل این 

مسئله ها، ترغیب شوند. 

کلیدواژه ها: دوره متوسطه، هندسه، جبر، تلفیق جبر و هندسه
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مقدمه
در دهۀ1920 میلادى، با نام هاى مختلف دروس 
ترکیبى، دروس عمومى، یا دروس یک پارچه، حرکت 
به ســوى ریاضى تلفیقى در سال هاى اولیه دبیرستان 
شــدت  گرفت. در اثر اصلاحــات در دورة راهنمایى 
در دهه هاى 1970 و 1980، مناســب بودن ریاضى 
تلفیقى براى یادگیرندگان نوجوان، طرفداران بیشترى  
پیدا کرد. رویکرد تلفیقى بــه ریاضى به دو مؤلفه در 
فلسفه آموزش دوره راهنمایى وابسته است که شامل 
«تدریس بین رشــته اى و یادگیرى مشارکتى» است 
زمانى که به تعریف برنامه درسى تلفیقى مى پردازیم، 
لازم اســت به واژگان وابسته به آن مانند تدریس بین 
رشته اى، تدریس موضوعى، آموزش از طریق همیارى 
نیز، توجه کنیم. همچنین آگاهى از تعریف هاي مختلف 
از برنامه درسى تلفیقى، کمک مى کند تا از زاویه هاى 
مختلف، به این موضوع نگریســته شــود و جنبه هاى 

مختلف آن در نظر گرفته شود. 
اورت معتقد اســت که « برنامه  درســى تلفیقى، 
برنامه اى اســت که چند موضوع مدرســه اى را با هم 
ترکیب مى کند و یک پروژة فعال از آن ها مى ســازد و 
در نتیجۀ آن، چگونگى برخورد دانش آموزان با مسئله 
شکل مى گیرد». نکته قابل توجه این است که تقریباً، 
در همۀ تعریف هاي ارائه شــده براى برنامه درســى 

تلفیقى یا بین رشته اى، موارد زیر مشهود است:
• ترکیبى از موضوعات درسی

• تأکید بر انجام پروژه ها
• نیازمنــدي بــه اســتفاده از منابعــى فراتر از 

کتاب هاي درسى
• ارتباط بین مفاهیم مختلف یک موضوع درسی.

تفکر  جبرى در هندسه دبیرستانى
به طریق هندســى و به کمک رابطه هایى که بین 
تصویرهاى هندســى وجود دارد، مى توان عددها و یا 
رابطه هاى عددى را، به شــیوه هاى گوناگون بیان کرد. 
براي مثال، هندســه تحلیلى، وسیله اى است سامان 
یافته که شبیه یک واژه نامه  دو زبانى، قادر است رابطه 
را به زبان شــکل هندســى و برعکس، ترجمه  کند. 
اندیشۀ هندسه تحلیلى، اساس همه نمودارها، نگاره ها، 
جدول ها و غیر آن را، تشــکیل مى دهد. جورج پولیا، 
در کتاب خلاقیت ریاضی، به معلمان توصیه می کند 
که اگــر مى خواهند به دانش آموزان خود واقعاً چیزى 
یاد دهند، آن هم به صورتى ســاده و نه پرشــتاب، از 

نکته هــاى متفرقِ موجود در برنامــه، بپرهیزند. البته 
وي یادآور می شــود در ضمنی که نباید به هیچ کدام 
از جنبه ها و چشــم اندازها، بى اعتنا بــود، اما از تأکید 
پیش از موقع یا پافشارى بیش از اندازه بر جنبه اصل 
موضوعى هندســه، پرهیز نمود. پولیا هشدار می دهد 
که باید مراقب بود که دانشمندان و مهندسان آینده، 
نسبت به هندســه متنفر نشــوند، زیرا ممکن است 
که آن ها بیشــتر مفتون شکل هاى هندسى یا تجسم 
فضایى یا کشــف هاى استنتاجی و طرح ها و نمودارها 
باشــند و همین ها، موجب انگیزه اى براى تفکرشــان 
شده باشــد و پایه اى براى اســتدلال آن ها باشد. به 
عقیده جورج پولیا، اســتدلال را با شیوه هاى مختلفى 
مى تــوان انجام داد، ولی قبل از همه، باید به این نکته 
توجه کرد که یک شیوة استدلال که براى سن مفروض 
یا سطح پیشرفت مفروض مناسب است، ممکن است 
براي سن یا ســطح دیگري، زودرس یا ابتدایى باشد. 
او همچنین بر اســتفاده از نمادها و ابزار جبرى تأکید 
مى کند و بیان مى دارد که «در اســتفاده از ابزار، هیچ 
مفهوم عملى و مشخصى در نظر گرفته نمى شود یا به 
آن توجهى نداریم. در اســتدلال هاى جبرى که پولیا 
آن را بــازى با نمادها نام مى برد، بازى عبارتســت از 
شرح درستىِ ساختمان دستور یا رابطه جدید (یعنى 
ترکیبى از نمادها که پاسخ گوى قانون به کار برده شده 
است). گام، وقتى درست برداشته شده است که بتوان 
دســتور جدید را، با توجه به بعضى دستورهاى اولیه 
(اصل موضوع ها)، یعنی دســتورهایى که در گام هاى 
اولیه به دست آمده اند و تعریف هایى که در همان ابتدا 
تثبیت شده اند، با استفاده از قانون هاى نتیجه گیرى، 
به طورکامل و با دقت شرح داد. در این شیوه جبرى، 
«هم اثبات و هم گام هاى رســیدن بــه اثبات، باید 
کوتــاه و عناصر و متغیرهاى تشــکیل دهنده، باید تا 
حــد امکان کوچک باشــند». موضوع مورد بحث در 
این بررســى، جنبه هاى مشترك بین جبر و هندسه 
 اســت که در آن، استفاده از مثال هاى عددى هم در 
حین تدریس و هــم در جهت ارزیابى دانش آموزان، 
بســیار حائز اهمیت است. هنگامى مى توانیم از فهم 
یک قضیه هندســى یا یک مسئله اثباتى در هندسه 
اطمینان حاصل کنیم که با به کار بردن مسائل عینى 
و واقعى، بتوانیم قدرت دانش آموزان را در اســتفاده 
از قضایا، محــک  بزنیم و فهم آن ها را در اســتفاده 
و کاربســت قضایا در مســائل واقعى، مورد ارزیابى 

قراردهیم. 

اورت معتقد است 
که «برنامه  درسى 
تلفیقى، برنامه اى 

است که چند 
موضوع مدرسه اى را 
با هم ترکیب مى کند 
و یک پروژة فعال از 
آن ها مى سازد و در 

نتیجۀ آن، چگونگى 
برخورد دانش آموزان 

با مسئله شکل 
مى گیرد»
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روش تحقیق

در این بخش به اختصــار، جزئیات مربوط به این 
تحقیق، توضیح داده می شود.

شرکت کنندگان در تحقیق 
افراد شرکت کننده در این تحقیق، شامل دو گروه 
از معلمان و دانش آموزان هستند. گروه دانش آموزى، 
متشــکل از 80 دانش آموز پایه هاى هشــتم، دهم و 
ســوم ریاضى هستند. مدرسه مورد نظر، یک مدرسه 
دولتى در یکى از ناحیه هاي آموزشــی تهران است و 
دانش آموزان از امکانــات عادى برخوردارند. علاوه بر 
این، با 20 نفر از معلمان ریاضی شــاغل به تدریس 
در دبیرســتان که رسمى بودند، مصاحبه شد. از این 
تعــداد پنج نفر در هر دو دوره متوســطه اول و دوم 
مشــغول به کار بودند. میزان تحصیلات هفت نفر از 
آن ها، کارشناســى ارشد و بقیه کارشناسى و اکثریت 
آنان، درس هندســه را تدریس کرده بودند. مطالعات 
مقدماتــى و مصاحبه هایى مقدماتى بــا آن ها انجام 
گرفــت تا در جریان کم  وکیــف کار قرار بگیرند و با 
موضوع پژوهش آشنا شــوند. تلاش براي مصاحبه با 
معلمــان به صورت حضورى، نشــان داد که به دلیل 
گرفتــاري آنان و تنگنــاي زمانی، ترجیــح بر انجام 
مصاحبه هاي نیمه ســاختار یافته بود. درنتیجه، این 
مصاحبه آماده شــد و در یکی از روزهاي نزدیک به 
تعطیلات عید نوروز، از معلمان داوطلب درخواســت 

شد تا به آن ها پاسخ دهند. 

ابزار جمع آورى داده ها 
در این تحقیق، ابزارهاى متنوعى براي جمع آوري 
داده ها به کاربرده شده که شامل پرسشنامه، مصاحبه 
نیمه ساختار یافته و مشاهده از فرایند حل مسئله هاي 
تلفیقی هندسه و جبر در کلاس شد. گزارش مشاهدات 
کلاس درســی، بیش از پیش مشــخص کرد که ذهن 
دانش آمــوزان را نمى توان تهى فرض نمود. راه حل هاى 
متنــوع دانش آموزى در رســیدن به جــواب، یکى از 

زیباترین یافته هاى این پژوهش بود.   

گزارش مشاهده کلاس درس
هــدف از مشــاهده کلاس درس، ثبــت و ضبط 
فعالیت هاى فردي و گروهــی دانش آموزان، براي حل 
مسئله هاي داده شده به آن ها بود. تجزیه و تحلیل این 

داده ها کمک کرد تا بتوان براي پرسش هاى زیر پاسخی 
نسبی به دست آورد.

• حل مسئله هاي تلفیقى در درس هندسه، به فعال 
شدن کلاس هندسه چه کمکى مى کند؟

• فعالیت دانش آموزان در حل این نوع مسائل، در 
مقایسه با مسائل اثباتى چگونه است؟

• نحوه مشــارکت دانش آموزان در کلاس هندسه 
یعنــی تعامل آن ها در حین حل مســئله هاى تلفیقی 

هندسه و جبر، چگونه است؟
• آیا راهبردهاى مورد استفاده دانش آموزان در حل 

این نوع مسائل، از تنوع لازم برخوردار است؟
• تنوع استفاده از ابزارهاى جبرى در حل این نوع 

مسائل، چگونه است؟
• شهود و درك شهودى دانش آموزان، چه کمکى 
به آن ها مى کند تا در مورد صحت جواب، اطمینان لازم 

را داشته  باشند؟
در راستاى پاسخگویى به این سؤال ها، تلاش شد تا 
همه فعالیت هاى دانش آموزان در کلاس، در نظر گرفته 

شود تا بتوان به تحقق اهداف زیر، کمک نمود.
• مشاهده فعالیت دانش آموزان در حین حل مسئله 

و شنیدن پاسخ آن ها؛
• مشاهده استفاده از رویکردهاى مختلف حل مسئله 

از سوى دانش آموزان؛
• آشنایى با نقاط قوت دانش آموزان در حل مسئله؛

• آگاهى از قدرت دانش آموزان در استفاده از روابط 
جبرى در حل مسئله هندسى؛

• آگاهى از بدفهمى ها در جریان حل مسئله؛
• مقایســه فعالیت دانش آموزان در کلاس درس 
هندسه از این نوع، با کلاسى که با روش تعریف، قضیه، 

مثال ویک طرفه، از جانب معلم اداره می شود؛
• آشنایى با انواع سلیقه هاي دانش آموزان در درس 

هندسه؛
• مشاهده انواع تکنیک هاى جبرى و هندسى در 

حل مسئله و راهبردهاى حل مسئله.
سؤال هاي مطرح شده در کلاس هاى هشتم و دهم 
به دانش آموزان داده شــدند و براى آن که با روش هاى 
مطرح شده توسط دانش آموزان پایه هاى بالاتر نیز آشنا 
شــویم و تفاوت روش ها را در پایه هاي بالاتر مشاهده 
کنیم، درکلاس ســوم ریاضى نیز، همین مسئله ها به 
دانش آموزان داده شد. یکى از مسئله هاي مطرح شده، 

به این صورت بود:

به عقیده جورج 
پولیا، استدلال را با 
شیوه هاى مختلفى 
مى توان انجام داد، 
ولی قبل از همه، 
باید به این نکته 
توجه کرد که یک 
شیوة استدلال که 
براى سن مفروض 
یا سطح پیشرفت 
مفروض مناسب 
است، ممکن است 
براي سن یا سطح 
دیگري، زودرس یا 
ابتدایى باشد
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مسئله: بــا توجه به شکل زیر، مقدار x را به دست 
آورید (ضلع مربع 2 سانتى متراست)                             

ســینا: اگر AK را امتداد بدیم، ضلع پایینى، نصف 
مى شه.

حسین: دلیلش متساوى الساقین بودن مثلثِ، ارتفاع 
و میانه در مثلث متساوى الساقین یکى انَد.

رضا:  امتداد AK ، باید عمود برضلع پایینى مربع 
باشه.

محمد: مــا باید ثابت کنیم که AK، بر ضلع بالایى 
عمود است و اون رو نصف می کنه.

حســین: چون ضلع هاى مربع موازى اند، هرخط 
عمود بر یکى، بر دیگرى نیز، عمود است. (شکل 5 و 6)

دانش آمــوزان بــه گروه هاي کوچک (بــا انتخاب 
خودشان)، تقسیم شدند و شروع به مشارکت براي حل 

این مسئله کردند.1 
ســامیار و پویا : نقطه برخورد (K)، در مرکز مربع 

قرارداره.
معلم: بچه ها! به نظرشــما، نقطه K، در مرکز مربع 

قراردارد؟
امیرمحمد: بارســم شکل زیر، اگر این نقطه، وسط 
مربع باشــه، در واقع با ادامــه دادن آن ها، ما به دو قطر 
مربع، می رســیم، یعنى این نقطه محل برخورد قطرها 
خواهدبود و نقطه K، هم از چهار رأس و هم از چهارضلع، 
به یک فاصله مى شه که این، امکان پذیر نیست. زیرا در 
هریک از مثلث هاى قائم الزاویه، وتر با یکى از اضلاع برابر 

می شه که این، غیرممکنه!
 

حسین:x =1 (شکل2).
محمدحسین: x =1؟ نه! آقا غلط مى شه! چون اگه 
به جاى x، عدد یک قرار دهیم، اون قسمت پایین هم، 
برابر یک مى شــه، که مثلث پایینى، قائم الزاویه است، 
حســن: با توجه به نامساوى مثلث، مجموع هر دو وترش و یک ضلعش برابر به دست مى آید. (شکل3و4).

ضلع از ضلع سوم، بیشتره. پس: x >1 (شکل7)

X

A E

BHC

D F

Y

K

X X

X

X X

شکل 1

شکل 2

شکل 3

شکل 4

شکل 2

4

2شکل 2شکل 2

شکل 5

شکل 6
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على: اگر K را به D وصل کنیم، پاره خط BD قطر خواهد بود.
معلم: مطمئن هستین که قُطره؟

على: باید ثابت کنیم KB و KD هم خط هستند و این یعنى BD قطره، فکر مى کنم غلط باشه،
چون اگه در شکل بالا، KB را امتداد بدیم، از D  نمى گذره ( شکل 10)

امیرمحمد: اگر نقطه، در مرکز قرار بگیره، به مشکل، برخورد مى کنه. زیرا امکان نداره که یک نقطه، هم از رأس ها 
و هم از وسط ضلع، به یک فاصله باشه! چون اونوقت مثلث هاى  قائمه با دو ضلع برابر داریم! (شکل 8)

متین: به کمک رســم و اندازه گیرى، مى تونیم از وســط ضلع بالایى، خطى عمودکنیــم و مقدارى به پایین، 
حرکت کنیم و به دو رأس B و C وصل کنیم و اندازه گیرى کنیم، تا سه پاره خط به دست آمده، برابر بشن.

معلم: به چه دلیل از وسط باید شروع کنیم؟
رضا: به همون دلیلى که، مثلث پایینى متساوى الساقینه.

حسین: به همون دلیل که ثابت کردیم دو قطعه روى ضلع پایینى برابر شدند! به همین دلیل، دو قطعه بالایى با 
هم برابرند .(شکل 8)

محمدحسین: x، منفى به دست آمد. بنابراین، در محاسبات اشتباه کردیم. (شکل 10)
نوید: محاسبات من نشان مى ده که x=3 ! این هم با شکل  ما جور در نمى آید. (شکل 11)

سامیار: با به دست آوردن مساحت ذوزنقه ها و جمع کردنشان، اون ها 
رو برابر مساحت مربع بزرگ قرار مى دیم. (شکل 9)

محمدحسین: اصلاً با این روش، قابل حل نیست، 
چون xها از دو طرف ساده مى شن. (شکل 9) 

این مشاهدات نشان می دهد که دانش آموزان، با 
چه علاقه اي درگیر حل مسئله شده و تلاش می کردند 

که با استدلال، همدیگر را قانع کنند.

شکل 9

شکل 8

شکل 10

شکل 11 شکل 12
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در ادامــه ایــن بحث، بعضى دیگر از دانش آموزان KH را برابر y در نظرگرفته و رابطه فیثاغورس را نوشــتند 
(شکل12). 

امیرمحمد: دردسر دوتا شد! y را هم باید حساب کنیم! در واقع دو تا مجهول داریم. سطر جدید تقریباً اکثریت 
دانش آموزان، در پیداکردن یک رابطه بین x و y، دچار سردرگمى بودند.

معلم: بچه ها! آیا رابطه اى بین x و y وجود داره؟ بچه ها به شکل دقت کنید!
محسن: جمع x و y، برابر دو مى شه.

رضا: یعنى مى شه، y را برحسب x به دست آورد و در رابطه فیثاغورس، قرار داد.
محسن: اتحاد باید بنویسیم! یک معادله به دست مى آید که حل مى کنیم.

على: این پرانتز را باید با اتحادها به دست آوریم.

  
یکى از روش ها، با وجود این که اشتباه به کاربرده شد، اما جوابش با جواب اصلى، یکى بود. البته دانش آموز مدعى 
 بود که آن روش ایرادى ندارد و راه حل وي درست است. با بحث فراوان، او قانع شد که مسئله را با داده هاى دیگرى 
حل کند تا درســتی یا نادرســتی ادعایش را نشــان دهد. براي این کار به او گفتیم که «مثلاً ضلع مربع را برابر 4 
سانتى متر در نظر بگیر! آیا باز هم جواب درست است؟». دانش آموز جواب داد که «مهم جواب نهایى است که درست 
شده و هیچ ایرادى ندارد! اگر گزینه بدهید، یعنى اگر سؤال تستى باشد، پاسخ درست است! شما اصلاً فکر کنید همه 

مراحل غلط اند، مهم جواب است». (شکل 14). 
پافشاري این دانش آموز بر «جواب آخر» یعنی همان چیزي که تست ها به آن ها منجر می شوند بسیار قابل تأمل بود.

شکل 13

شکل 15شکل 14
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در حین حل مسئله، هر مشــاهده کلاس درس، 
در نوع خود جالب و نیازمند تجزیه و تحلیل بود. مثلاً 
بعضى از دانش آموزان در حال تفکر بر روى حل مسئله، 
مدت ها به ســؤال چشم می دوختند. اما مجید یکى از 
کســانی بود که حوصله وقت گذاشــتن نداشت. به او 
گفتم «به کجا رسیدى؟» پاسخ داد که «آخرش، جواب 
مسئله چه عددیه؟ چرا یه جواب به مسئله نمى دین تا 
ما رو راحت کنین؟ از این همه بحث خسته شدم، از این 
بحث ها خســته شدیم!». این حرف، او قصد به هم زدن 
نظم و فرار از بحث را داشت که متأسفانه طرفدارى پیدا 

نکرد. و دوباره به تفکر ادامه داد. 
موقع مطرح کردن این مسئله در کلاس سوم ریاضى 
نیز، تقریباً نتایج مشابهى به دست  آمد، براي مثال، یکى 

از دانش آموزان،روش جالب زیر را ارائه داد.
، AK+KH برابر ضلع  x21− «y میشه رادیکال 
مربع مى شــه که 2 اســت. یک معادله مى شه، معادله 
رادیکالــى! رادیکال را یک طــرف و بقیه رو اون طرف 
و به توان دو مى رســانیم، شرط جواب معادله اینه که 
زیر رادیکال، بزرگ تر یا مســاوى صفر باشه. پس یک 
معادله به دست مى آد که نتیجه مى گیریمx2>1 و این 

هم نتیجه مى دهد که حتما x>1 ». (شکل 15)
با بررسى و حل این سؤال در کلاس درس، بیش از 
پیش این نتیجه به دست آمد که، ذهن دانش آموزان را 
نمى توان پوچ و تهى در نظرگرفت و شهود دانش آموزان 
را به عنوان یک نکته مهم در هندسه، باید مورد اهمیت 

قرار داد. 
علاوه بر این ها، استفاده دانش آموزان از روش هاى 
اندازه گیرى بسیار دیدنى بود و در آن ها، تنوع روش هاى 
جبرى به وضوح قابل مشــاهده بود. کاربرد روش هاى 
متنوع جبرى براى حل یک مســئله هندسى و بحث 
پیرامــون جــواب معادله جبرى و اشــتباهاتى که در 
مســیر حل آن بوجــود مى آمد، دائم دیده می شــد و 
همه براى رسیدن به جواب، تلاش مى کردند، تعدادى 
از دانش آموزان بدون داشــتن دلیل هندسى، از شهود 
خود استفاده  کرده و نتیجه مى گرفتند مثلاً براى اینکه 
ثابت کنند نقطه H، نقطه وســط است، بیان مى کردند 
که «طبق شکل و چیزى که مشاهده مى کنیم، نقطه، 
وسط است» و بعد، محاسبات جبرى را شروع مى کردند. 
امــا تعدادى از آن ها تا دلیل درســتى مطلبی را اثبات 
نمى کردند و برایشان مشخص نمى شد که چرا آن نقطه 
وسط است، به مرحله محاسبات وارد نمى شدند. در واقع، 

این دســته از دانش آموزان دید اثباتى قوى داشتند. در 
حالی که بعضى دیگر، با استفاده از ابزارهاى اندازه گیرى، 
وارد حل  مســئله مى شــدند و دقتى در محاســبات 
نمى کردند. البته با استفاده از روش اندازه گیرى عده اي 

از آنان، تقریب خیلى خوبی از جواب مسئله دادند.
افزون بــر این ها، بى دقتى در محاســبات جبرى 
و رسم، اشــتباه اکثریت بود - چه اشتباهات سطحى 
و چــه عمیق- در یک  نــگاه، دانش آموزان در حل این 
مسئله، با کاربرد عملى بسیارى از قضایاى هندسى و نیز 
روش هاى جبرى، آشنا شدند که از آن جمله، موارد زیر 

چشمگیر بودند.    
• استفاده از قضیه  حمار براى تعیین محدوده x؛

• خواص مثلث متساوى الســاقین (منطبق بودن 
ارتفاع و میانه)؛

• حل معادلات رادیکالى و شرط جواب و نامعادله 
طلایى؛

• کاربرد اتحادها و روابط جبرى؛
• شــرط هم خط بودن دوپاره خــط و به کاربردن 

برهان خلف؛
• حل معادله درجه اول؛

• کم کردن تعداد متغیرها؛
• استفاده از شهود در هندسه؛

• اســتفاده از برابرى مجموع مساحت  ذوزنقه ها و 
مثلث، با مساحت مربع؛

• اندازه گیرى فاصله نقطــه K تا نقطۀ A وتغییر 
دادن موضع نقطه K تا رســیدن به فاصله هاى برابر تا 

نقاط B و C؛
• اســتفاده از تشــابه دو مثلث و حل معادله هاى 

کسرى براى یافتن جواب.  

جمع بندى 
با توجه به مسئله هاى مطرح شده در کلاس درس و 
تجزیه و تحلیل مشاهدات، مهم ترین نتایجى که به دست 

آمد، از این قرار بود.
- تمرکز بیشتر دانش آموزان بر روى محدوده جواب، 

یعنى دامنه جواب، جاى تأمل داشت.
- تعداد اندکی از دانش آموزان، بر استفاده از ابزارهاى 

اندازه گیرى براى به دست  آوردن جواب اشاره داشتند.
- بسیاري از دانش آموزان، به شرایط هندسى مستتر 
در مسئله که بیان نشده  بود و لازم بود، توجه نموده و 
آن را در نظر گرفتند، البته تعدادى از دانش آموزان هم 

هندسه، هنگامى 
به یک درس جذاب 
تبدیل مى شود 
که حل مسئله 
درآن احیا شود 
و دانش آموزان با 
مسائلى جذاب 
روبرو شوند و 
بتوانند تکنیک هاى 
خاص خودشان را 
در مسئله پیاده 
کنند. لازمۀ این 
کار، تأکید بر تنوع 
تکنیک ها از سوى 
معلم و برنامه و 
کتاب است
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آن شــرایط را بدون اثبات، مفروض در نظر گرفتند و 
تعدادى بدون اثبات، آن ها را نمى پذیرفتند و با این مورد 

مشکل داشتند.
- بر اثر مقایسه جواب به دست  آمده با شکل مسئله، 
گاهى اوقات دانش آموزان جوابى را به دست مى آوردند، 
اما به  دلیل اینکه با شــکل و شرایط مسئله سازگارى 
 نداشــت، آن را نمى پذیرفتنــد. یعنى شــهود و درك 
شهودى هندسی آن ها، کمک مى کرد تا جوابی را بدون 

حس شهودي، قبول  نکنند.
- استناد دانش آموزان به قضیه هاى هندسى مهم 
در جریان حل مســئله ها، بسیار زیبا بود مانند خواص 
مثلث متساوى الساقین، قضیه فیثاغورس، خواص عمود 
منصف و نظایر آن، استفاده از ابزارهاى جبرى متفاوت 

و تنوع روش ها. 
همه این نتایج نشان داد که لازم است براي تبدیل 
یک مســئله هندســى به یک مســئله جبرى، موارد 
بیشــتري در نظر گرفته شود. مثلاً معرفى متغیرها در 
یک مســئله هندسى و کشف رابطه بین آن متغیرها و 
بعد، تبدیل آن ها به یک معادله یا دســتگاه جبرى، از 
مهم ترین نکات حل مســائل تلفیقی هندسی- جبري 
بود. تبدیل یک مســئله هندسی به یک معادله جبرى 
در واقع، تبحر در اســتفاده از قضایاى هندسى است و 
حل  معادله یا دستگاه نیز یک کار جبرى است. تجزیه 
و تحلیل مشــاهدات حاکى از آن است که در قسمت 
هندســى، تقریباً اکثر دانش آموزان، مى دانستند که از 
کدام قضیه هندسى استفاده کنند، اما در قسمت جبرى 
و حل معادلات و دســتگاه ها، دچار سردرگمى بودند. 
رســم شکل دقیق هندسى نیز، یکى از مواردى بود که 
دانش آموزان بر آن تأکید داشــتند و معتقد بودند که، 
رسم نادرست شکل، مى تواند آن ها را به اشتباه بیاندازد 
(مانند نقطه تقاطع در مســئله، که به سبب نوع رسم 
شکل، بعضى از دانش آموزان آن را، نقطه وسط در نظر 

گرفتند.)
قســمت اصلى و مهــم این تحقیق، مشــارکت 
حداکثرى دانش  آموزان در جریان حل مســئله و ارائه 
راه حل هاى متنــوع دانش آموزى از ســوى آن ها بود. 
ایــن یافته نشــان داد که بهترین راه مشــارکت همه 
دانش آموزان در کلاس و مشــاهده و بروز خلاقیت در 
آن ها، به کاربردن روش هاى فعال در کلاس و در جریان 
تدریس و تأکید بر حل  مسئله، به عنوان یک ابزار مهم 

در آموزش هندسه است.         

 سخن پایانی
آموزش هندســه و ایجــاد جذابیــت و علاقه در 
دانش آموزان نســبت بــه ایــن درس، از دغدغه هاى 
بیشتر معلمان ریاضى است. در این تحقیق، به اهمیت 
طرح ســؤال هاي تلفیقى در دوشــاخه جبر و هندسه 
اشاره شد. این تحقیق نشــان داد که دانش آموزان، تا 
چه  اندازه علاقه مند به بحث بر روى این نوع مســائل 
و مشــارکت کردن در جریان حل آن ها در یک کلاس 
فعال هستند. همچنین تنوع ابزارهایى که دانش آموزان 
براى پاســخگویى به این نوع ســؤال ها داشتند، بسیار 
زیاد و پرمحتوا بود. پى بردن دانش آموزان به اشتباهات 
ســایر دوســتان و مباحثه بین آن ها و مشخص شدن 
بعضى از بدفهمى ها در درس هندســه، از مزیت طرح 
این مســئله ها و بحث بر روى  آن ها بود. کاربرد عینى 
بسیارى از قضیه هاي هندسى، براى دانش آموزان بهتر 
مشخص مى شد. مهم ترین قسمت تحقیق، این بود که 
دانش آموزان احساس کردند که در ساختن دانش خود 
سهیم اند و معلم بیشتر نقش راهبرى را بر عهده دارد. 
مصاحبه با معلمان نیز تأییدکننده این مطلب بود که 
هندســه، هنگامى به یک درس جذاب تبدیل مى شود 
که حل مسئله درآن احیا شود و دانش آموزان با مسائلى 
جذاب روبرو شوند و بتوانند تکنیک هاى خاص خودشان 
را در مســئله پیاده کنند. لازمۀ این کار، تأکید بر تنوع 

تکنیک ها از سوى معلم و برنامه و کتاب است.  

پى نوشت
1. نام ها مستعار هستند.
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